MPSI — Mathématiques

2025-26

Chapitre 17

Analyse asymptotique

Dans ce chapitre, f et ¢ désignent des fonctions d’un ensemble E — R dans R, et a € R un point adhérent & E. Par

ailleurs, (), €t (Vn),cy désignent deux suites réelles.

neN

I Négligeabilité

1. Définition

Définition - Négligeabilité

devant g en a si

M—>O.

g(z) =—a

On étend cette définition au cas ou f(a) = g(a) = 0. Dans ce cas, on note f(z) = o(g(x)).

r—a

telle que f(x) = e(z)g(x) pour tout € V, et e(x) — 0.

Tr—a

Suites Si v, = 0 & partir d’un certain rang, on dit que (uy),,oy est négligeable devant (vy,),, .y si
On note dans ce cas uy, =0 (vp,) ou plus simplement u, = o (vy).
n—-+0o0

rang et €, e 0.

Fonctions On suppose que la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage de a. On dit que f est négligeable

Cas général : on dit que f est négligeable devant g en a s’il existe une fonction & définie sur un voisinage V' de a

Cas général : on dit que u est négligeable devant v s’il existe une suite ¢ telle que w,, = €,v, a partir d’'un certain

Exemples.
2 _ 3 _1\2 _ —
1.z +\/§$erooo(x)et(x 1) I_)10(\/x 1).
2 12
En effet, © :3‘/5 =2+ 33 s 0. Par ailleurs, (j”/x% = (z—1)%? — 0.
1 1 o 1
2. 2=0()7car"12 = \/7271 = =5 0 0.
n n Tn n n3/2 n—+oo
3. Sta,BeRavec a < B, alors 2% = o(zf) et 2® = o(2?).
T—+00 z—0
En effet, i—ﬁ = xﬁ%a B 0 car f — a > 0. Par ailleurs ii = gh-o — 0car f—a>0.

Remarques.

— Si h est une fonction réelle définie sur E et f(z) —g(z) = o(h(z)), on note f(z) = g(z)+ o(h(z)).

r—a

On comprendra alors écriture f(z) = g(x) 4+ o (h(x)) comme : f s’écrit f = g + h sur un voisinage de a, o h

est une fonction telle que h(z) = o (h(z)).
De méme, si u,, — v, = 0 (w,) ol w est une suite réelle, on note u,, = v, + o (wy,).
- f(x) = o(1) équivaut a f(x) — 0, de méme u,, = o(1) équivaut a v, — 0.
r—a T—a n—+aw n——+0o0

De maniére plus générale, pour £ € R,

fl@) — € ssi f(z) = L+0(1).

r—a T—a

Le résultat suivant a déja été rencontré, et peut se reformuler en termes de négligeabilité.
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" Théoréeme - Croissances comparées

Pour tous «, 5,7 > 0,
a B B v a 1
o (lnz)* = ofa?), 28 = o(e"®), |lnz|* = of— |,
T—+00 z—+00 0+ P
o e = of(n!).
n—-+ao0
z2 : 4 VY 2 T
Exemple. Onaxz = ofe : par croissances comparées on a Y- — 0, et z° — 400, donc =% — 0.
T—+00 € y—>+4ow T—+00 e*” 4w

2. Négligeabilité et opérations

, v , . . . vrai . v
Les résultats suivants sont énoncés dans le cadre des fonctions, mais leurs analogues sont vrais pour les suites, avec des
preuves dont ’adaptation est immédiate. Par ailleurs, nous choisissons dans les preuves la définition de la négligeabilité
utilisant un quotient pour plus de clarté, mais tous les résultats se démontrent dans le cas général sans difficulté. Leur

adaptation peut étre traitée comme exercice.

- Théoréeme - Négligeabilité et opérations
Si f, f , g, g, h sont des fonctions définies sur E, on a les égalités suivantes en a.
i. Multiplication par un réel. Si A € R* et f(x) = o(g(z)), alors Af(z) = o (g(x)) et f(z) = o (Ag(x)).
i. Addition. Si f(z) = o(g(z)) et f(z) = o(g(z)), alors f(z) + f(z) = o (g(x)).
iii. Produit. Si f(z) = 0(g(2)) et f(z) = 0(§(x)), alors f(z)f(z) = o (9(z)3(=)),
Si f(z) = o(g(x)), alors f(x)h(z) = o (g(z)h(x)).
. Transitivité. Si f(z) = o(g(x)) et g(x) = o (h(x)), alors f(x) = o (h(x)).

Démonstration.
] f@) M@) f@)
1. Il suffit de remarquer que si 0@ 0, alors @ 0, et v R 0
/L’L Sl M _—> 0 et f(w) —_— 07 alors M N O
9(2) 2 5q 9(T) 2 sq 9(x) g

b o g o
r—a

f(x) N f(x) N i
741, Si ORI 0 et i@ 0, alors par produit 9(x)3(z) x_q
9(x) (z)

. Sl% Oet 5

. xT
@ oo 0, alors par produit W) 0.

o(g(z)) + o
o(g(z)) o (@D=((
o(o(g(x))) = o(g()).
Une conséquence est que si f(x) = o (g(z)), alors o (f(x)) + o (g(x)) = o (g(x)).

On retiendra que lorsque plusieurs termes o (...) cohabitent, on ne gardera que le moins fin, et on fera disparaitre les

termes plus fins. Par exemple,

Remarque. On peut alors écrire :
z)g(x)) et h(z)o(g(x)) = o(g(x)h(x)),

z+o(z)+ 2> + o (2?) =, x+o(z).
Tr—

" Théoréme - Changement de variable

r—a

Si f(y) =,0 (g(y)) et ¢ est une fonction définie sur un voisinage de b € R & valeurs dans I telle que ¢(x) — b,
y‘)

Suites : si u, = 0(vn) €t (Up(n)),, oy €St une suite extraite de (un),,cy, alors uy(m) =0 (Vy(n))-

Démonstration. Par composition de limite, on déduit de gz; — 0 et p(z) — b que g 55533 — 0. O

y—»b

r—a
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Il Equivalence

1. Notion d’équivalent

Définition - Equivalence
Fonctions On suppose que g ne s’annule pas sur un voisinage de a. On dit que f est équivalente a g en a si

M—>1.

On étend la définition au cas ou f(a) = g(a) = 0. Dans ce cas, on note f(z) ~ g(x).

Cas général : on dit que f est équivalente a g en a s’il existe une fonction o définie sur un voisinage V' de a telle
que f(z) = a(x)g(x) pour tout x € V, et a(x) —> 1.

r—a
Suites On suppose que v,, = 0 & partir d’un certain rang, on dit que (u,) est équivalente a (v,,) en a si

U
- 1.

Un r—a
On note alors u,, ~ wv,, ou plus simplement u,, ~ v,.
n—+ao0

Cas général : on dit que (u,) est équivalente & (v,) en a s’il existe une suite (ay,) telle que u,, = a,v, & partir

d’un certain rang, et o, — 1.
n—+00

Exemples.
1 1 1
1.Ona: 23—z ~ 2%, 2241+- ~ =, e"—n?+= ~ e
T—+00 xr z—0 x n n—+ow
2. Les limites usuelles rencontrées dans le chapitre LIMITES ET CONTINUITE donnent des exemples d’équivalents
simples :

e’ —1 ~, T In(1 + x) ~, & Tnous en verrons bien d’autres.
xr—> Xr—>
3. Une fonction polynomiale est équivalente a son terme de plus bas degré en 0 et a son terme de plus haut degré
en +0:si P =amX™ + am1 X™ + ... +a, X" avec m < n et ap,an € K*, alors

m n
P(x) S ™, et Pz oo AnT"

Comme précédemment, nous choisirons de supposer que les fonctions considérées ne s’annulent pas au voisinage du
b

point a, sauf éventuellement en a, de sorte que I’équivalence est définie avec un quotient. Le cas général se traite de

maniére similaire sans difficulté.

Théoréme - Equivalence et convergence vers un réel non nul

Soient f une fonction réelle et £ € R*. On a

fl@) — € ssi f(x) ~ L.

r—a

Démonstration. 1l suffit de remarquer que si £ = 0, alors f(x) — £ ssi @ — 1. O

r—a T—a

Remarque. Ainsi, si f a une limite ¢ finie non nulle en un point a, on connait un équivalent simple de f en a, il s’agit
de la limite .

AN Sie= 0, le résultat n’est pas vrai : f(x) ~ 0 veut dire que f est identiquement nulle sur un voisinage de a.
a

Théoréeme - Equivalence et négligeabilité

Soient f et g deux fonctions réelles. Si g ne s’annule pas dur un voisinage de a, sauf éventuellement en a, on a

f@) ~ g(x) < [(z) (z) +0(g(x)) -

=9
T—a z—a
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Démonstration. On a

f@) ~ ga) & o1 o M1 o0 o B8 0 o f@)-g@) = o(g(x). O

r—a (z) r—a g(x) T—a g9(z) r—a T—a

Exemple. 22 -3z —e®—1 — % car 2?2 — 3z — 1 = o(e®), par croissances comparées.
T—+00

- Théoréeme - Equivalence et comportement asymptotique

- Si f(z) ~ g(z), alors f et g ont soit méme limite (finie ou infinie) en a, soit n’ont pas de limite en a.

r—a

- Si f(x) e g(z) et f > 0 sur un voisinage de a, alors g > 0 sur un voisinage de a.

Remarque. De méme pour les suites, si u,, ~ vy, alors (u,) et (v,) ont méme limite, ou bien n’ont pas de limite, et
si u, > 0 a partir d’'un certain rang, alors v, > 0 a partir d’un certain rang.

Démonstration.
- Sig(z )—»EER alors f(x )—%g(m)%lxﬁzﬁ.
r—a
— Soit un voisinage V' de a tel que g > 0 sur V. Par ailleurs, comme u Ezg — 1, il existe un voisinage V' de a tel
que5>OsurV’.Alorsf:£g>OsuerV’. e O

2. Propriétés

Théoréme - Relation d’équivalence

La relation d’équivalence des fonctions en un point est une relations d’équivalence. De méme pour la relation
d’équivalence des suites.

Démonstration. La relation est symétrique : % — 1 < f,(‘r) —> 1, réflexive : L; — 1 et transitive : si

g(x) T—a (@) T—a
Fa) 1 et gg; — 1 alors % — 1 par produit. O

9(@) za

" Théoréeme - Régles de calcul

Soient trois fonctions f, g, f,§ et h définies au voisinage de a telles que f(z) ~ g(z)et f(z) ~ g(z). Ona:

— Produit : f(z)f(z) ~ g(x)j(z).

Tr—a
1
z—a 9(2)°

— Puissance : sineN, f(z)" ~ g(z)™, siaeR et g >0 au voisinage de a, f(x)® ~ g(z)>.
— Si h(z) =0 (g9(x)), alors h(zx) =0 (f(x)).
- Sig(x) =0 (h(z)), alors f(x) =0 (h(x)).

¢

— Quotient : si g ne s’annule pas au voisinage de a sauf éventuellement en a, ﬁ

Démonstration. Simples manipulation de limites. O
/\ 11 faut bien garder a 'esprit les regles suivantes.
— L’équivalence n’est pas compatible avec la somme : on ne somme pas des équivalents!
Par exemple, x + % ol ret2—zx fod —x, mais 2 + % +7§O 0.

— L’équivalence n’est pas compatible avec la composition : on ne compose pas les équivalents !

xz+1

Par exemple, = + 1 ~ x, mais et % e car €5— = e pour tout z.
+oo
23 —e®+3 —e” . 22 —e*+3
Exemple. ————— ~ —— donc lim ————— = —©
2+ 1 z—+00 T z—+00 x4 41
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" Théoréme - Changement de variable

Si f(y) ~, g(y) et ¢ est une fonction ¢ définie sur un voisinage de b € R a valeurs dans I est telle que ¢(z) — b,
y— r—a
Fle(@) ~ ale(@)

est une suite extraite de (uy,) alors Uy (n) ~ Vg (n)-

neN?

Suites : si up ~ 0 (vn) et (Up(n)), oy

Démonstration. Simple composition de limites. O

Exemple. On déduit de I’équivalent e* — 1 ~, @ que eVT — 1 ~ AT, car /T - 0.
xTr—> Xr—>

T—>

Théoreme - Théoréme d’encadrement

Si g < f < h sur un voisinage de a, et g(z) ~ h(x), alors f(z) ~ g(x).

T—a z—0

3. Equivalents usuels

Le résultat suivant, reformulation du développement limité d’ordre 1 rencontré dans le chapitre DERIVABILITE, permet
de déduire quantités d’équivalents usuels.

[ Théoréme

Si f est dérivable en a et f'(a) = 0, alors

f(@) = f(a) ~ f'(a)(z — a).

a

x)—

Démonstration. On a % — f’(a). Comme f'(a) =0, on a aussi % — 1. O

Le résultat précédent, ainsi que les limites usuelles déja rencontrées, permettent d’établit tous les équivalents usuels
suivants, qu’il convient de connaitre par cur dés a présent.

- Théoréme - Equivalents usuels au voisinage de 0

Soit a € R*.
In(1+2) ~ sin(z) ~ w, tan(z) ~ =z, 1+2)*—-1 ~ ax.
z—0 z—0 5 z—0 z—0
x
z __ ~ — ~ @ —— ~ 1 ~

e —1 o T cos(z) — 1 oo arctan(z) o T arcsinz ~ .,

arccosT — 5 ~ —IT the ~ =z
z—0 z—0

Exemples.
r—1 -1 r—1
1. Calcul de lim e7: onaei ~ - 1, donc lim B . 1
-0 In(1 + z) In(1 + z) x 20 In(1 + z)

2. Calcul de lim xln<1+1> : cornmel — O,onaxln(1+1> ~ xlzl,donc limoscln <1+1> = 1.
x x z— x

z—+00 Xr T—>+0 xr ) z—>+0
. 1\"* . . 1\* n(1+1)
3. Calculde lim {1+ — ) : par composition de limites, ona |1+ — = " M\ITe)  — e,
z—+00 T x T—+00
) A1+ Ler—1
4. Etude de la limite en +o00 de f: 2 — —F——F—.
In (1 + 1*2)
1 ei e;
242 ©F et - ~
f(x) 5T car —ser —— 0 et Rt 0, donc f(x) 5

On en déduit que la limite existe, et vaut %
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2x
’ . .. T — . .
5. Déterminons la limite en 0% de 5— - Comme 2%® = 2 ot zlnz — 0 par croissances comparés, on a
X x—0
x? —1 e2rlnz _q 2z Inx 2Inx x2 —1
5 = 5 ~ s = —> —o0, donc 3 — —©
T T ot T X rz—0t T z—0t

“ Théoréme - Formule de Stirling

On a I’équivalent

Cette formule est admise dans le cadre du programme. Nous rencontrerons toutefois plus tard une maniére de montrer
que n! ~ Ky/n (%)n pour un réel K. L’étude d’intégrales de Wallis, que nous rencontrerons également, permet de
montrer que K = +/27.

Remarque. On lit directement sur la formule : n! = o (n").

Il Développements limités

Nous cherchons ici a approcher une fonction au voisinage d’un point par une fonction polynomiale.

Lorsqu’une fonction f est dérivable sur un intervalle I, on connait déja une approximation affine (polynomiale de degré
1) de f autour d’un point @ € I : il s’agit de la fonction « — f(a) + f'(a)(z — a) dont la courbe n’est autre que la
tangente & ¢ au point a. On peut souhaiter affiner cette approximation en élevant le degré de la fonction polynomiale.

1. Généralités

On considére une fonction f : I — R, ot1 I est un intervalle de R, un entier n € N et un réel a € I. En d’autres termes,
a est un point de I ou une extrémité finie de I.

Définition - Développement limité

On dit que f admet un développement limité d’ordre n en a, noté DL, (a) s’il existe des réels by, ..., b, tels que
fl) = bo+bi(zx—a)+...+b(x—a)"+o((x —a)").

On appelle partie principale (ou réguliére) du DL, (a) la fonction polynomiale z — by +b1(z—a)+. ..+ by (z—a)™.

Remarques.

— Changement de variable : par composition de limites, si on dispose d’'un DL, (a) de f et si ¢(z) — a, on
déduit : f(p(a)) = b+ bilp(@) = @)+ ..+ bu(pl@) = )" +0((pla) — a)").

— Comme a + h & on peut toujours se ramener a un DL, (0) :

fla+h) :Ob0+b1h+...+bnh"+o(h”).

h—

1

Exemple. La fonction f :x +— = admet un DL, (0) pour tout n € N, donné par

1
= l4z+...+2"+o0(z").
. x " +o(z")

n+1
" a4+ 42" done o =14 x 4. a4 g
T

Comme = — 0, on a bien *=z" = o(z"), ce qui conclut.
T 20 -z

On sait quesineNet z =0, on a

1

On déduit par changement de variable les développements limités suivants :

n
= 1-— 2 _ .3 —1)" " n _ _1k k n
° 157 oo r+a -z +.. +(-1)" +o(:v)r_>0 ;0( )Pz + o (a"),
1 _ 2 4 6 n,.2n 2n _ S k. .2k 2n
e 1—z*+a2* — 2%+ ...+ (=1)"2”" + 0 (2°") o k:O( *z* + 0 (2°).
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" Théoréme - Unicité du développement limité

Si f admet un DL, (a), alors il est unique.

Démonstration. Supposons que f admette deux DL, (a) distincts :

fl@) = bo+bi(x—a)+...+b(z—a)"+o((z—a)") = co+cri(z—a)+...+cp(z—a)" +o((x—a)").
Si m est le plus petit entier tel que by, = ¢, on a (by, —cp)(x —a)™ + ...+ (b —cn)(x —a)” = o((z —a)”). En
divisant 1’égalité par (x — a)™ et en prenant la limite lorsque  — a, on obtient b,, — ¢, — 0, donc b, = ¢,,. Ceci
est contradictoire, d’ott I'unicité du DLy, (a) de f. e O

' Théoréme - DL et troncature
Si f admet un DL, (a) donné par f(z) = bo+bi(x —a)+ ... +by(z —a)" +o((z —a)") et k € [1,n], alors f
admet un DL (a) donné par e

f(x) =ab0+b1(:cfa)+...+bk(:cfa)k+o((:z:fa)k).

r—

On dit que ce dernier développement limité est obtenu par troncature a partir du premier.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que

ﬁ(f(:c)fbo+b1(zfa)+...+bk(xfa)k) = bpyi(z—a)+...+by(z—a)" " +o((x—a)"") " 0. O

" Théoréme - Développement limité et continuité, dérivabilité

Siael, —lafonction f admet un DLg(a) si et seulement si f est continue en a,
— la fonction f admet un DL;(a) si et seulement si f est dérivable en a.

Sia ¢ I, la fonction f admet un DLg(a) (resp. un DL;(a)) si et seulement si f admet un prolongement continu
(resp. dérivable) en a.

Démonstration. Le cas continu est évident, le cas dérivable a déja été démontré dans le chapitre DERIVABILITE. [J
Remarques.

— Si f est continue en a € I, alors son DLg(a) s’écrit f(z) = fla) +0o(1).

— Si f est dérivable en a € I, alors son DL (a) s’écrit f(x) = fla)+ f'(a)(z —a) + o(z — a).

a

— A Le résultat devient faux a partir de 'ordre 2 : par exemple si

23sind siz=0
fiz— z
0 sizx=0

alors f admet un DL2(0) : f(x) =,° (2?), mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

Tr—

En effet, pour tout z € R*, on a f’(z) = 32°sin & — z cos 1. Par conséquent, comme f'(z) - 0, le théoréme
o

de la limite de la dérivée entraine que f est dérivable en 0, et f'(0) = 0.

On a alors £@=F© _ 35401 — cos L pour tout = 0, donc L @)=1'(0)
x x x x

n’a pas de limite lorsque z — 0.

" Théoréme - DL et parité
On suppose que [ est un intervalle centré en 0, et que f admet un DL, (0).

— Si f est paire, alors les coefficients de rang impair du DL, (0) de f sont nuls.
— Si f est impaire, alors les coefficients de rang pair du DL, (0) de f sont nuls.
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Démonstration. On suppose f paire, et on note f(x) = by + bz + ...+ bya™ +0(z") le DL,(0) de f. On a alors

f(=x) = by —bix+bix*+ ... +by(—x)" +o0(z")

r—a

On a aussi f(—x) = by + b1z + ... + byz™ + o (z™), donc par unicité des coeflicients du DL,,(0), on a b; = —b;, donc
b; = 0 pour tout entier i € [0, n] impair. De méme pour le cas ol f est impaire. O

Définition - Développement limité en +o
Si +00 est une extrémité de I, on dit que f admet un développement limité d’ordre n en +o0, noté DL, (400) s’il
existe des réels by, ...,b, tels que

b by, 1
flx) = bo+1+...++o<>, et de méme en —oo.
+00 xr rn bl

2. Primitivation des développements limités

" Théoréme - Primitivation d’une relation de négligeabilité
Si feP(I,R),aclet f'(x) = o((x—a)") pour neN,alors f(z) = f(a)+o((z—a)"™).

r—a

Démonstration. On considére z € I avec x > a (le cas < a est analogue). Comme f est dérivable sur [a,z], le
théoréme des accroissements finis donne l'existence de ¢, €]a, z[ tel que

@ 1@ _ ey qone TE =@ _ Lle) _ Sle) (ema
x—a (x —a)nt! (x —a)” (cz —a)" (x—a)" z—a
car : — comme pour tout x > a, on a |¢; — a|] < |z — a| donc ((C;:j)): <1,
— par hypothese, fi(x)n —> 0, donc f/(fw)n —> 0 du fait que ¢, — a.
(z—a)™ 4 q (cz—a)™ 44 T—a

Ainsi, on a f(z) — f(a) = o ((z — a)"*'), ce qui conclut. O

" Théoréme - Primitivation d’un développement limité
Si fe 2(I,R) et f/ admet un DL, (a) noté f'(x) = by +bi(x—a)+...+by(x—a)" +o((x—a)"), alors f

admet un DL, ;1 (a) donné par :

f(x) . f(a) +bo(z—a)+ %(w—a)2 +...+ %(m—a)mrl +o0 ((m —a)"ﬂ)

n

Démonstration. On applique le théoréme précédent & g : & — f(z) —bo(z — a) + & (x — a)? + ... + L2 (z — a)"tL.

2 n+1
On a: , , " N
g(@) = fi(z) =bo +bi(x —a) + ...+ bo(x —a)" = o((z—a)"),
donc g(z) = g(a)+o((z—a)"™) = f(a)+o((x—a)"™), ce qui conclut. O
T—a T—a
Exemples.
n—1
1. On déduit par primitivation du DL, _1(0) : = = > (=1)*z* + 0 (z"7!) le DL, (0) de = — In(1 + z) :
z—0 =g
n—1 k+1 n
_ _1\k n _ k—1 n
In(l+2) = (1) + ) (1) +ol") = D=1 o)
k=0 k=1
: L € n—1 n
Finalement, In(1 + z) = x—§+§+...+(—1) — +o(z")
n
2. On déduit par primitivation du DLy, (0) : ﬁ =, > (=1)*z% + o (22"), comme arctan0 = 0,
=0 120
n , 22k -
n
arctanz = ];0(—1) 1 +o(z ).
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3. Formule de Taylor-Young

La formule suivante permettra d’établir tous les développements limités usuels, qui serviront de base & de nombreux
calculs. Elle est bien sir a relier a la formule de Taylor polynomiale, établie pour les polyndmes, et donc pour les
fonctions polynomiales.

" Théoréme - Formule de Taylor-Young
Si f est de classe €™ sur I et a € I, alors f admet un DL, (a), et

AN

mfa)k+o((x—a)").

Démonstration. Montrons le résultat par récurrence.
— Le cas n = 0 n’est autre que la continuité de f en a: f(z) = f(a)+o(1), c’est-a-dire f(x) — f(a).
r—a r—a

— Soit n € N, on suppose que toute fonction f de classe €™ sur I admet un DL, (a) comme ci-dessus. On considére
une fonction f € €™ (I, R), de sorte que f’ € €™(I,R), donc par hypotheése de récurrence,

n (&) (q n 2 (B+1) (g n
1@ =, 2 Pre-atvol@-an £ B Egfe-ofvo(@-a))
L (B+1) () (z—a)kt1 n
O kgofki!()% +o((z—a)"t)
par primitivation. On a donc bien
N (k+1) n+l (k)
f(x) o f(a) + kzo f(Tlg?)(x —a)** o ((x —a)"t) = fla) + kgl fT@(x —a)* +o((z—a)"™)
+
= Z (g — a)* +o((z—a)th). O

Remarque. Nous avons supposé que la fonction f est de classe €™ dans le théoréme ci-dessus, mais on peut remarquer
en examinant la preuve que le théoréme reste valable si on ne suppose que f € 2"(1,R).

Exemples.

— Pour tout n € N, la fonction exp est de classe " sur R, et exp®)(0) = exp(0) = 1 pour tout entier k, donc la
formule de Taylor-Young entraine que n
I’
ke

— Comme pour tout k € N, on a sin®® = (=1)¥ sin et sin®**1) = (=1)¥ cos, on en déduit

{ sin®)(0) = 0
La formule de Taylor-Young donne alors :

sin* D (0) = (—=1)F

n Y2kt
sin = Z 2k+1 +o(m2”+1).

— On peut obtenir un développement limité de tan terme apres terme de la maniére suivante.
o Comme tanz =z +o(z),onal+tan’z =1+2%+o0 (x2), donc en primitivant : tanz =z + %3 +o (x3)
2
o Ainsi, 1 +tan?2z = 1 + 22 (1+ +o(x )) =1+2? (1+%+0(m2)) = 1+x2+%+0(:ﬂ4), donc

t + v + 27 +o0(2°)
anr = X —_— —_— (6] .
x—0 3 15

4. Développements limités usuels

Théoréme - Développements limités usuels en 0

| On a les développements limités suivants au voisinage de 0O :
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o 1ix o l+z+...+2" + 0o(z") = Zxk + o(z"),
k=0
; 1; = l—at. 4 ()" to(e") = g}o( 1)kz* + o (2™,
z? " " z*
o In(1 + z) o g Tt ( 1)"_1; +o(z") = ’;1( 1)]“_1? +o(a"),
x" N

o6’ = l+z+..+—+o(a") = ;0E+0(xn)7
o pour tout a € R, (1 + ) = 1+ax+wx2+...+ oz(oz—l)..T.L!(a—n-i-l) z" + o(z"),

23 p2n+1 n p2k+1
osing = T—Zrd... (—1)”m +o (z2"*1) = ];0(71)km +o (2?1), et méme o (z%"+2)

22 220 n 22k
ocosr = 1- o Tt (-1)” @)l +o(2?") = kz_]o(fl)k o + 0 (2*"), et méme o (z*"*1)

3 5 2n+1 n 2k+1

o arctanr = & — % + % +...+ (—1)”§n _:1 +o(22mH) = ’;0(— ) ;k _:1 +o (22711,

3 2n+1 no2k+l
o shz o x+%+...+ﬁ+o(m2"“) = ’;Oﬁ +0(m2"+1)a

2 220 n 22k
ochw = 1+or+...+ @n)! +o(2*) = ;0(_1)19(%)! +o (2*"),
o tanx = x+x—3+E+o(:p5)

z— 3 15

5. Opérations sur les développements limités

Dans cette partie, on donne des méthodes pour calculer un développement limité & partir de ceux de référence.

Somme de DL. On peut sommer deux développements limités en sommant leur parties principales, et en gardant
a Desprit que si n < m, alors au voisinage de 0, on a o (z") + o (™) =,° (z™).
T—

Exemples.

1. Déterminons le DLy(0) de z +— cos(z) + In(1 + x).

Onacosz +In(l+z) = l—x—;+o(x2)+a:—m—;+o(x2) = 1+z—az*+o0(2?).
e’ +e”

2. Déterminons le DL3(0) de z — 5

Ona 4= = %(14—%—&-%24-%34—0(3:3) +1—x+m—;—%3+0(x3)) — 142 40(a3).

Produit de DL. On peut faire le produit de deux DL en faisant le produit des parties principales, et en ne gardant
que les puissances inférieures ou égales a ’ordre du DL.

Exemples.
1. Déterminons le DL3(0) de z — e*(1 + sin(z)).
On a e*(1 +sinz) = (1+m+z—; +%+0(w3)) (1+m—1—63+o(:c3)) = 1420+ 8 12 1o (a?),
2. Déterminons le DL3(0) de x — /1 + z In(1 + x).

2 3

Ona+l+zIn(l+z) = (1—1—%—%:-1-0(3:2)) (x—%-l—%—i—o(sﬁ)) = oL +o(a¥).
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Remarque. On remarque que dans ’exemple précédent, il a suffi de faire un DLs de z — +/1 + z, du fait que le terme
dominant du DL de = — sinz est . On retiendra que pour un DL, (0) :

(o V().

ordre n — k suffisant

Inversement si le DL est multiplié par une puissance négative de z, il faudra prévoir un ordre plus grand. Par exemple,
pour obtenir le DL3(0) de z — w, il faut effectuer le DL4(0) de 2 — In(1 + z) :

In(1 + x) 1 2?2 23 a2t r 22 2P
BUED (e D DT o6h) — 15+ ST o).

[\

Exemple. Déterminons un DL7(0) de # — (sinz)™.

3 4 2 4 2 6
(sinx)4 = (m—x6+0(a:4)> = x4<1—2+o(1‘3)) = xt (1—2;?—&-0(3:3)) = x4—2%+0(x7).

z—0

Exercice 1. Déterminer un DL7(0) de z — e® sin(x?).

Composition de DL. On peut composer les DL, a condition que les points correspondent. On fera attention ici
également & anticiper 'ordre des DL & mener, de maniére & limiter les calculs. En effet, on peut souvent faire
mieux que calculer un DL,, de chacune des fonctions pour obtenir un DL,, de leur composée.

Exemple. Déterminons un DL & l'ordre 4 en 0 de la fonction f : x +— In(cos z).
* On sait que cosz = 1 — ”32—2 + % +o ($4), donc f(z) =In (1 — %2 + % +o (a:4)>.
* Par ailleurs, In(1 +u) = u — “72 +o (u2) : nous allons voir que l'ordre 2 suffit ici.

On souhaite donc appliquer cette derniere formule avec u = —z—; + % +o (ﬂc4), qui tend bien vers 0 lorsque
2 — 0. On voit donc qu’il n’était en effet pas nécessaire de pousser le DL de u — In(1 + u) & 'ordre 3, car

ud = f‘”—; +0(2%) =o(z*). On a ainsi

1zt N z? 2t 4
—§Z+0(Js)—————+o(az).

,132 .134 1 $2 3?4 2 4
( 2 12

2
_r,r - T
2+24> + o (z*) 5+

2l

On a en effet retiré tous les termes du DL qui étaient négligeables devant 2, c’est-a-dire les termes de la
forme ax® ou az®, pour a € R.

DL en un autre point que 0. Il arrive qu’on ait & calculer un développement limité en un autre point a différent
de 0. Dans ce cas, deux options se présentent :

— soit on se ramene a effectuer un DL en 0 en posant x = a + h, et en étudiant la fonction lorsque h tend vers
0 : il faut alors trouver un moyen de faire apparaitre un DL usuel en h,

— soit on trouve le développement limité en a en utilisant la formule de Taylor-Young, qui implique de dériver
successivement la fonction jusqu’a l'ordre souhaité.

Exemple. Déterminons un DL2(2) de z — Inzx.

— 1°7 méthode. On fait le changement de variable = 2+ h : on cherche un DLy (0) de la fonction h +— In(2+h) :

2

h h 1 (h\> ) h h )
In(2+h) = ln2+ln<1+2> o ln2+22<2> +o0(h?) ' ln2+§—§+o(h).

B r—2 (r—2)2 9
Alors,lnxx:2ln2+ 5 T g +o((z—2)%).
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— 2¢me méthode. Sion pose f:z+— Inz,ona f(2) =In2, f/(2) = %, "2 = —%. Au voisinage de 2, la formule
Taylor-Young s’écrit f(z) ) f@2)+ f'2)(z—2) + f”(2)”ﬁ—22 + o ((z —2)?), ce qui donne bien

xr—

r—2 (r—2)2 5
Inz ot In2+ 5 T3 +o((z—-2)%.

s

Exercice 2. Déterminer un développement limité a I'ordre 3 de z +— cosx en 7.

IV Domination

Définition - Domination
Fonctions On suppose que la fonction g ne s’annule pas sur un voisinage de a. On dit que f est dominée par g

en a si
1(@) est bornée au voisinage de a.
g(x)
On étend cette définition au cas ou f(a) = g(a) = 0. Dans ce cas, on note f(z) = O (g(z)).

Suites Si v, = 0 & partir d'un certain rang, on dit que (uy),,cy est dominée par (vy,),,cy si (%) o ©st bornée.
n’n

On note dans ce cas u, = O (v,,).

Remarque. ¢ wu, = O (1) signifie que (u,)nen est bornée.

o f(x) = O(1) signifie que f est bornée au voisinage de a.
r—a
Exemples. Ona: 2n2—n+3=0(n?), b*—-x+1 = O(2%), wzcosz = O(x).
T—+00 T—> 400

Remarque. Si f(z) e g(x) ou f(x) o(g(z)), alors f(x) i O (g(x)).

r—a

/N La réciproque est fausse : on peut avoir f@) = O(g(x)) maisni f(z) ~ g(z)ni f(z) = o(g(x)).

r—a r—a r—a

Par exemple, ona —z®> = O (m3), mais —z® # 2%, et —23 =0 (x3)
T ——+00

La notation ci-dessus s’averera tres pratique lorsqu’on souhaitera faire figurer ’ordre du terme suivant dans un déve-
loppement limité sans le préciser, par exemple :

x? 4
Ccos T =0 17—+O(x).

xr— 2

V  Application des développements limités

1. Allure de la courbe au voisinage d’un point
Si f e €?(I,R) et a € I, alors on sait que le DLy(a) de f s’écrit :

fa) = @+ e o) + D@0 o (@ ap?).

~
équation de la tangente a €5 en a

Si f”(a) # 0, on peut déterminer la position €y par rapport a sa tangente au point a & partir du signe de f”(a) :

- si f”(a) > 0, alors @ est au-dessus de sa tangente au voisinage de a (f est convexe sur un voisinage de a),

— si f”(a) <0, alors @ est en-dessous de sa tangente au voisinage de a (f est concave sur un voisinage de a),

Si f”(a) = 0, on ne peut rien dire : la courbe ¢ peut-étre au-dessus, en-dessous de sa tangente, ou encore la traverser
au point a (point d’inflexion).

En toute généralité, on connait 'allure de la courbe de f au voisinage de a dans chacun des cas suivants.
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f(a)>0 f(a) <0 f(a)y=0
N«
(@) >0 \_/
f"(@) <0 / /\
€y
" a \ a

On remarque en particulier que dans le cas ot f'(a) = 0 et f”(a) # 0, la fonction f atteint un extremum local au
point a. C’est ce que précise le théoreme suivante.

 Théoréme - Condition suffisante d’optimalité d’ordre 2

Soient f : R — R une fonction de classe €2 et a € R. On suppose que a est un point critique de f, c’est-a-dire
que f'(a) = 0.

— Si f"(a) > 0, alors la fonction f admet un minimum local en a.

— Si f"(a) < 0, alors la fonction f admet un maximum local en a.

Démonstration. Si f'(a) = 0 et f"(a) > 0, alors f(x)— f(a) o f”2(a) (x — a)?. Comme @(m —a)? > 0, on en
déduit que f — f(a) = 0 sur un voisinage de a. O

Remarque. Dans le cas ou f/'(a) = 0 et f”(a) = 0, on ne peut rien conclure. En effet, les trois exemples suivants
correspondent a ce cas, et présentent des situations différentes :

* si f:x— 2t alors f/(0) = f”(0) = 0, et f admet un minimum local en 0,

* si f:x— —2* alors f/(0) = f”(0) = 0, et f admet un maximum local en 0,

* si f:x— 2 alors f/(0) = f”(0) = 0, et f n’admet pas d’extremum local en 0.

% Recherche d’extrema locaux d’une fonction de classe €

Si la fonction est de classe €2, on peut trouver les minima et maxima locaux de la maniére suivante.

i. On recherche les points critiques c’est-a-dire les points a tels que f'(a) = 0.
ii. Pour chacun de ces points a, on étudie le signe de f”(a) :

— si f”(a) > 0 alors f admet un minimum local en a,

— si f”(a) <0, alors f admet mi maximum local en a,

— si f”(a) = 0, on ne peut pas conclure. On peut trancher si on parvient & pousser le DL de f au
voisinage de a jusqu’a trouver un terme non nul.

Remarque. Les résultats précédents sont encore valables dans le cas plus général ou f admet un DLk (a) de la forme

fl@) = bo+b1(:cfa)+bk(a:fa)k+o((xfa)k), avec k=2 et by #0.

r—
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2. Etude des asymptotes

Si a,b e R, on dit que la courbe de f admet une asymptote oblique d’équation y = ax + b en +0o0 si

flz)—(ax +b) — 0, Clest-a-dire f(zx) = L aT b+o0(l), demémeen —oo.

T—+00 T+

1

Exemple. La courbe de f : z — 2?In (“”T“) admet une asymptote oblique en +00 et en —o0, d’équation y = x — 3.

En effet, au voisinage de +o0,

@) = (1) - (;_;(;)Zo(;)) e

car ; —— 0. La méme analyse en —oo donne que %y admet la méme droite pour asymptote oblique en —oo.
Tr—+00

% Etude de la position relative de la courbe par rapport a une asymptote

Sila courbe € admet une asymptote oblique d’équation y = ax+b au voisinage de +00, on fait un développement
au voisinage de too de maniere & déterminer un équivalent de f(z) — (ax + b), et on s’intéresse au signe de cet
équivalent au voisinage de +oo.

Exemple. Si on reprend l'exemple ci-dessus, le développement que nous avons fait ne permet pas de déterminer la
position de € par rapport a 'asymptote en +00, mais on peut pousser le développement a un ordre supplémentaire :

f(il’)_.’t2 l_i+i0 i _.’E—l-i- i+0 l
B x 222 3a3 \ ad B 2 3 x)’
—_
>0 au voisinage de 40

Par conséquent, f(x) — (x — %) ~ i, et on en déduit que & est au-dessus de son asymptote au voisinage de +00.
Une étude similaire au voisinage de —c0 donne que ¢y admet la méme asymptote en —oo. Comme % < 0 au voisinage

de —o0, la courbe est en-dessous de son asymptote au voisinage de —oo.
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