MPSI — Mathématiques 2025-26

Chapitre 28

Probabilités sur un univers fini

Nous nous intéressons ici aux expériences dites aléatoires, c’est-a-dire aux expériences susceptibles d’aboutir a des
résultats différents si on les répete. Ces expériences s’opposent aux expériences dites déterministes, qui aboutissent
toujours au méme résultat.

Pour décrire une expérience aléatoire, il s’agit donc de décrire :

— toutes les issues possibles (qui seront en nombre fini dans le cadre du programme de MPSI),
— une mesure de vraisemblance de chacune de ces issues.

L’étude de ces expériences nous ameénera a considérer des groupes d’issues possibles (événements), et souvent des
quantités numériques qui dépendent de lissue de Uexpérience (variables aléatoires).

| Introduction aux probabilités

1. Univers, événements

Les expériences aléatoires étudiées ne sont pas mathématiques en elles-mémes, nous choisissons pour chacune d’elles
un modele, c’est-a-dire un cadre mathématiques pour les représenter. Une fois ce cadre posé, le probléeme devient
mathématique.

Pour ce faire, on commence par se donner ’ensemble des issues possibles, appelé univers associé a ’expérience, qu’on
note généralement ).

Voici quelques exemples d’expériences aléatoires et de I'univers qu’on peut choisir pour les décrire.
Exemples.
— Lancer d’une piéce de monnaie : Q = {P,F}.
— Lancer d’un dé équilibré a 6 faces : Q = {1,2,3,4,5,6}.
Lancer de deux pidces successivement : Q = {(P,F), (P, P), (F,P), (F,F)} = {P,F}".
— Lancer de deux dés successivement : Q = {(1,1),(1,2),...} = [1,6]".

Tirage d’une main de 5 cartes dans un jeu de 52 cartes : si on note C I'ensemble des 52 cartes, on choisit
Q' ={P cC, Card P = 5}, c’est-a-dire ’ensemble des sous-parties de C qui contiennent 5 éléments.

Podium (3 meilleures performances) dans une course & n participants numérotés de 1 & n : on prend pour
lensemble des triplets d’éléments distincts de [1, n].

Remarque. On notera la différence entre les cas ou I'ordre a une importance, pour lesquels les issues sont des k-uplets
et les cas ou 'ordre ne compte pas, pour lesquels les issues sont des ensembles. Par exemple :

— cas de deux lancers successifs d’une piéce : (P, F) et (F,P) sont deux issues différentes.
— cas d’'une main de 5 cartes : les issues {80, 9, V&, RO, RO} et {80, RV, 9&%, V&, R} sont les mémes.

Dans toute la suite, 2 désigne I'univers associé a une expérience aléatoire, qui sera supposé fini.

Définition - Evénement

On appelle événement de 2 un sous-ensemble de ), c’est-a-dire un élément de F(2). L’ensemble des événements

est donc Z(Q).

Soit A est un événement de €.

— Si A =Q, 'événement est dit certain,

— Si A = @, ’événement est dit impossible.

— Si A est un singleton, I’événement est dit élémentaire.

Remarque. Il arrive qu'un événement soit décrit par une proposition liée a I'expérience aléatoire elle-méme. Dans ce
cas, I'événement A € L(Q) associé n’est autre que 'ensemble des issues de 2 qui rendent vraie la proposition.
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Ezemple. Dans le cas du lancer de dé, A : “Le résultat du dé est pair” désigne A = {2,4,6}.
Dauns le cas de 2 lancers de dé, “on obtient au mois un Pile” désigne {(P, F'), (P, P), (F, P)}.

Un événement étant un ensemble, toutes les opérations que nous connaissons sur les ensembles peuvent étre appli-
quées ici. Il convient toutefois de connaitre 'interprétation de ces opérations, et leur terminologie dans le cadre des
probabilités, qui differe dans certains cas.

Ensembles Evénement en probabilités
o Complémentaire ¢ Contraire
A = Q\A : complémentaire de A. A événement contraire :

A est réalisé ssi A ne Uest pas.

Ezxemple. A : “le résultat est pair”,
A : “le résultat est impair”.

¢ Inclusion ¢ Inclusion d’événements
A c B : A est inclus dans B. L’événement A est inclus dans B :
Dés que A est réalisé, B est réalisé.

Ezxzemple. A : “le résultat est 27
B : “le résultat est pair”, on a A ¢ B.

¢ Union o Union d’événements
A U B : union de A et B. AuB:“AouB”

A U B est réalisé ssi A est réalisé ou B est réalisé.

Ezemple. A : “le résultat est pair”, B : “le résultat est 17,
alors Au B = {1,2,4,6}.

n n
A, =A1uU...UA, : union des A;. U A; est réalisé ssi au moins l'un des A; est réalisé.
=1 =1
¢ Intersection ¢ Intersection d’événements
A N B : intersection de A et B. AnB:“Aet B

A N B est réalisé ssi A est réalisé et B est réalisé.

Ezxzemple. A : “le résultat est pair”, B : “le résultat est < 37,
alors Au B = {2}.

n n
NA;=A1n...n A, : union des A;. () A; est réalisé ssi tous les A; sont réalisés.
i=1 i=1
o Ensembles disjoints o Evénements incompatibles
Si An B = @ : ensembles disjoints A n B =@ : événements incompatibles.

Ezxemple. A : “le résultat est 2”7, B : “le résultat est impair”,
A et B sont incompatibles.

¢ Partition © Systéme complet d’événements
(4y,...,A,) partition de Q : (A41,...,A,) systéme complet d’événements :
~AiNnAj=asii=] — les A; dont deux a deux incompatibles,
-Q=Au...uA, —T'un des A; est réalisé.

Finalement : exactement un des A; est réalisé.

Exemple. On lance n fois une piéce de monnaie, et pour tout ¢ € [1,n], on considére 1’événement A; : “on obtient
Pile au i-éme lancer”. Alors

— I’événement “on obtient Pile aux deux premiers lancers” est représenté par A; N As,
— D’événement “on obtient Pile au moins une fois au cours des n lancers” est représenté par A; U ... U A,.

Ay

Comme on ’a vu ci-dessus, un systéme complet d’événements (Aj,...,A,) est / Ay
une partition de 2. En termes probabilistes, ceci signifie qu’exactement un des < .
événements A; est réalisé. Il arrive qu’on représente des situations comme celle-ci A
n

par un arbre.
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— Si (44,...,A4,) est un systéme complet d’événement, alors pour tout événement B, on a

B=(BnA)u(BnA)u...u(BnA,).

— Si A est un événement, alors (A, A) est un systéme complet d’événements.

— Pour tout univers Q = {wy, -+ ,wn}, w1}, - ,{wn}) est un systéme complet d’événements. 11 s’agit de la
partition de {2 en événements élémentaires.

2. Probabilité

Une fois décrit I'univers, nous ne disposons pas de toutes les informations pour modéliser une expérience aléatoire :
il reste a donner une mesure de “vraisemblance” a chaque issue, qui ne surviennent pas nécessairement toutes aussi
fréquemment. Plus généralement, on souhaite donner une mesure de “vraisemblance” a tout événement.

Définition - Probabilité
Une mesure de probabilité, ou simplement probabilité, sur un univers fini  est une application P : 2(Q) — [0, 1]
telle que P(Q) = 1, et P est additive : pour tous A, B € £(1Q),

si AnB =g, alors P(Au B) =P(A) + P(B).

On dit alors que (2, P) est un espace probabilisé fini.

Nous donnons ci-dessous un premier exemple de probabilité, qui représente le cas ou les issues de 'univers sont toutes
aussi probables. On parle d’équiprobabilité.

Définition-théoréme - Probabilité uniforme
Si 2 est un ensemble fini non vide, application P : () — [0, 1] telle que pour tout A € Z(Q),

_ Al

B4 =19

définit une probabilité sur €2, appelée probabilité uniforme.

Démonstration. Tout d’abord, on a vu que pour tout ensemble A < €, on a |A| < ||, donc P est bien définie sur
P2(Q), a valeurs dans [0, 1]. Par ailleurs,
- ona]P’(Q)zﬁzl,

— si A, B e Z() sont disjoints, on a vu que |A 1 B| = |A| + |B|, donc P(Au B) = % =PA)+P(B). O

Remarque. Si P est la probabilité uniforme sur Q et A € £(Q), alors |A| est le nombre d’issues de Q) réalisant

I’événement A, on peut donc écrire :
nombre de cas favorables

P(A) =

nombre de cas possibles

Définition - Distribution de probabilité

On appelle distribution de probabilité sur I'univers Q la donnée d’une famille (p,,)

przl-

we

de réels de [0,1] tels que

weN

Remarque. Se donner une probabilité sur un univers fini 2 revient a se donner une distribution de probabilité (p,,)
En effet,

we*

— il est clair que si IP est une probabilité, alors (P({w})), . est une distribution de probabilité.
— Réciproquement, si (p,,),cq, est une distribution de probabilité, alors

Am Y py

weA

est une probabilité sur €.
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3. Propriétés

" Théoréme - Propriétés d’une probabilité
Soient P une probabilité sur un univers fini Q et A, B € () deux événements.
i. P(@) =0.
i. P(A) = 1 - P(A)
iii. P(B\A) = P(B) —P(An B). Si de plus A c B, alors P(B\A) = P(B) —P(A).
iv. Croissance : Si A < B alors P(A) < P(B).
v. Soient Ay,..., A, € Z(Q).
n n
— Additivité : si Aq, ..., A, sont deux & deux incompatibles alors P (|_| AZ-) = > P(4).
; ,

— Sous-additivité : on a toujours P (U Ai> < D P(4;).
i=1 =1

Démonstration.

— Montrons @ et E. On a A u A = €, donc P(A) + P(A4) = IP’(Q) . On en déduit donc que P(A) =1 — P(A).
En appliquant ceci a 1’événement 2, on obtient P(@) = P(Q) = 1 — P(2) = 0, ce qui donne &z.

— Montrons B2 et . On sait que B = (BN A)u (Bn A) = (B\A) (An B), donc P(B) =P(B\A) + P(A n B),
ce qui donne bien P(B\A) = P(B) —P(A n B).
Dans le cas ot A € B, on a An B, et on a bien P(B\A) = P(B)—P(A). En particulier, on a donc P(B)—P(A) = 0,
ce qui entraine que P(A) < P(B).

— La propriété d’additivité se démontre par récurrence a partir de la propriété d’additivité de P.
Comme Au B =Au (B\A),onaP(Au B) =P(A4) + P(B\A) < P(A) + P(B). La propriété de sous-additivité
s’en déduit par récurrence également. O

 Théoréme - Formule des probabilités totales (premiére version)

Soient P une probabilité sur un univers fini Q et (41,...,A4,) un systéme complet d’événements de ). Pour tout
événement B, on a

P(B) = i P(B n A;).

=1

Démonstration. Ceci découle directement de 1'égalité B = (B n A1) u (B n As) u...(B n A,) vue plus haut. O
Remarque. En particulier, si A et B sont des événements,

P(B) =P(Bn A) + P(B n A).
Les formules ci-dessous permettent de calculer la probabilité d’une union de 2 ou 3 événements, qui ne sont pas néces-

sairement incompatibles deux a deux. Une version plus générale existe pour une union finie quelconque d’événements,
mais elle n’est pas au programme.

" Théoréme - Formule du crible pour 2 ou 3 événements
Soient PP une probabilité sur un univers fini Q et A, B, C' € P(2) trois événements.

i. P(Au B) =P(A) + P(B) —P(An B).
. PAuvBuUC)=PA)+P(B)+P(C)-P(AnB)—P(AnC)—P(BnC)+P(AnBnC(C).

Démonstration.

i. Comme on I'a vu ci-dessus, P(A U B) = P(A) + P(B\A) = P(A) + P(B) —P(A n B).

it. Ona P(AuBuC) = P(AuUB)+P(C)-P(AuB)n(C) or (AUB)AC = (AnC)U(BAC)
= P(A)+P(B)-—P(AnB)+P(C)— (P(AnC)+P(BnC)—P((An B)n(AnC()))
= PA)+PB)+PC)-—PAnNB)—P(AnC)-PBnC)+P(AnBnC). O
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Il  Probabilités conditionnelles

Lorsqu’on sait qu'un événement B est réalisé, il est naturel que la probabilité des autres événements s’en trouvent
b
possiblement changée. on parle de probabilité conditionnelle, sachant qu'un événement B est réalisé.

Exemple. On s’intéresse a deux lancers de pieces consécutifs, et on note les résultats obtenus. L’univers associé est alors
QO ={(P,P),(P,F),(F,P),(F,F)}, et la probabilité associée est la probabilité uniforme. Si on appelle B I’événement
1

{(P, P)}, alors on a P(B) = ;.

Si on ajoute maintenant 'information : I’événement B : “on obtient au moins une fois pile” est réalisé, alors I'univers
doit n’est plus le méme : Q' = {(P, P), (P, F), (F, P)}. La probabilité associée, qu’on notera parfois Pg est la probabilité
1

uniforme sur €. Cette fois, on a donc Pp(A) = 3.

1. Définition

Définition - Probabilité conditionnelle
Soient (£2,P) un espace probabilisé fini et B € () tel que P(B) = 0, on appelle probabilité de A sachant B le

réel
P(An B
P(A|B) = w, parfois aussi noté Pg(A).

Remarque. 4 w B
P(A) _
— On a donc P(A n B) = P(A|B)P(B), ce que l'on écrit encore sans ambiguité / m B

lorsque P(B) = 0. Q _

P(B|A
— On retiendra que P(An B) = P(A)P4(B) et P(An B) = Pg(A)P(B). Selon % ) » B
les informations dont on dispose, on pourra choisir 'une ou ’'autre. m B

Exercice 1. On extrait deux boules au hasard, successivement et sans remise, d’une urne contenant 4 boules blanches
et 6 boules noires. Quelle est la probabilité d’obtenir deux boules noires 7

" Théoréme - Py est une probabilité

Soient (£2,P) un espace probabilisé fini et B € Z(Q) tel que P(B) = 0, application Pp : A — Pp(A) définit une
probabilité. En particulier,

1. PB(Q) =1, PB(Q) = 0.

it. Pg(A) =1—Pg(A) pour tout événement B.
iii. Pp(Au A’") =Pp(A) + Pg(A’) —Pp(An A’) pour tous A, A’ € Z(Q).

Démonstration. On a tout d’abord Pp(f2) = Mﬁ;f) = % = 1. Puis, si A, A’ € () sont tels que An A’ = @,

alors par additivité,

P(AUA)AB) P(AnB)+P(A A B)
P(B) - P(B)

PB(AI_IA/) = :PB(A)-FIPB(AI). O

2. Formule des probabilités composées

La formule de la proposition ci-dessous, dites des probabilités composées, est une généralisation aux cas de plus de
événements de I'égalité P(A n B) = P(A|B) P(B).

Théoréme - Formule des probabilités composées
Soient (£2,P) un espace probabilisé fini et Ay, As, ..., A, € P(Q) tels que P(A1 N+ A,—1) # 0. Alors

P (ﬁ Ak> = P(Al) P(A2|A1) ]P)(A3|A1 M AQ) cao ]P(An|A1 ) eoo M An—l)-
k=1
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Démonstration. On a

]P(Al) ]P(A2|A1) P(AglAl @) A2) . P(An|A1 (B RERNG Anfl) = P(Al) n P(Ak|A1 N...N Akfl)

_ L P(A N0 A 0 A)
P(Al) 1_[ P(Al N...N Ak—l)
P(A1n...nAp)
P(A1)

= P(4)) = PAin...nAp,),

car le produit ci-dessus est télescopique. O

Exemple. Une urne contient n boules blanches et n boules noires. L’expérience consiste & tirer au hasard, successi-
vement et sans remise, n boules dans 'urne. Si on note B; I’événement “la teme boule tirée est blanche” pour tout

i € [1,n], la probabilité que les n boules tirées soient blanches peut s’écrire® :
]P)(Bl N...N Bn) = ]P(Bl) ]P(BQ|Bl) ]P(Bg|B1 M B2) e ]P(Bn|Bl N... anl)
n n-—1 n—2 1 n! (n!)?
= — x X X ... X = = .
2n 2n—1" 2n-—2 n+1 (@n)t (2n)!
n:

3. Formule des probabilités totales

' Théoréme - Formule des probabilités totales (seconde version)
Soient (€2, P) un espace probabilisé fini et (Ay,..., A,) un systéme complet d’événements. Alors pour tout évé-
nement B € £(Q), "
P(B) = ) P(B|A;)P(4).

g=il

Démonstration. Comme P(B n A;) = P(A4;)P(B|A;) pour tout i € [1,n], la premiére version P(B) = Y, P(B n A;)
donne directement le résultat. i=1 O

Remarque. Dans le cas particulier du systéme complet (A, A), on obtient P(B) = P(B|A) P(A) + P(B|A) P(A).

Exemple. On considere de n urnes numérotées de 1 a n. Dans I'urne numéro k se trouvent k boules blanches et n — k
boules rouges. On choisit une urne avec probabilité uniforme, puis on tire une boule dans cette urne. On cherche la
probabilité de 1’événement B : “la boule obtenue est blanche”.

En notant Uy 1’événement “on choisit I'urne numéro k” pour tout k € [1,n], on s’apergoit que Uy, ..., U, forment un
systeme complet d’événements. Ainsi,

P(B) = Y. P(B|Uy)P(Uy) = Z% _ %Zk _ %n(n; y n;l'

2
k=1 k=1 k=1

3=

4. Formule de Bayes

La formule de Bayes est une simple conséquence de la formule P(A n B) = P4(B)P(A) = Pg(A) P(B) dans le cas ou
les événements sont de probabilité non nulle.

" Théoréme - Formule de Bayes
Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A, B € 2(Q) tels que P(A) # 0 et P(B) # 0. Alors

P(B|A) P(A)
P(A|B) = —— 2/
(41B) P(B)
Démonstration. On a P(A|B) = H58) — HEHA), O

() _ o2
() ~ @b

n

1. On remarque qu’on peut aussi calculer cette probabilité en remarquant qu’elle s’écrit car I’expérience équivaut a tirer

simultanément n boules dans I'urne.
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Remarque. Si on combine ce résultat avec la formule des probabilités totales pour le calcul de P(B), on obtient

P(B|A) P(A)
P(B|A)P(A) + P(B[A)P(A)’

P(A|B) =

qui est une forme fréquemment utilisée de la formule de Bayes.
Plus généralement, si (A, ..., A,) est un systéme complet d’événements, chacun de probabilité non nulle, et B est de
probabilité non nulle, alors pour tout 4 € [1, n],

P(A;) P(B|A;)

P(Ai|B) = — (
1;1 P(Ay) P(B|Ag)

Il Evénements indépendants

1. Indépendance de deux événements

Intuitivement, on dit que deux événements A et B sont indépendants si la réalisation de I'un n’a pas d’influence sur
la réalisation de l'autre. Dans le cas ou les événements sont de probabilité non nulle, ceci s’écrirait P4 (B) = P(B) et
Pg(A) = P(A). Nous allons opter pour une définition qui reste valide lorsque les événements sont de probabilité nulle.

Définition - Evénements indépendants
Soient (2, P) un espace probabilisé fini et A, B € 2(Q). On dit que A et B sont indépendants si

P(An B) = P(A)P(B).

Remarques.

— La notion d’indépendance est relative a la probabilité P considérée.
— SiP(A) # 0, alors A et B sont indépendants si et seulement si P(B|A) = P(B).

— En pratique, 'indépendance de deux événements est souvent une hypothése de modélisation. On supposera que
deux événements sont indépendants s’ils ne paraissent avoir aucun lien potentiel, c’est-a-dire si rien ne laisse
présumer de ’existence d’une corrélation entre eux.

Exemple.
On effectue deux lancers de piéces de monnaie, et on note les événements :

— A “les résultats des deux lancers sont les mémes”,
— B : “on obtient Pile au premier lancer”,
— (' : “on obtient au moins une fois Pile”.

L’univers pour cette expérience est donné par Q = {(P,P),(P,F),(F,P),(F,F)}, et la probabilité est

uniforme. Ainsi, P(A) = , P(B) = et P(C) = 3. On a
~ P(AnB)=1=P(A)P(B) donc A et B sont indépendants,
~ P(AnC)=1=P(4)P(C) donc A et C ne sont pas indépendants,
- P(BnC)=P(B); =P(B)P(C) donc B et C ne sont pas indépendants.

[\ Attention & ne pas confondre événements indépendants (P(An B) =P(A)P(B)) et événements incompatibles
(An B =92).

Il faut d’ailleurs avoir a 'esprit que si deux événements A et B de probabilité non nulle sont incompatibles, alors ils
ne sont pas indépendants, en effet on a alors

P(An B) = P(2) = 0 = P(A)P(B).

Ceci est d’ailleurs conforme a l'intuition : si on sait que A et B ne peuvent étre réalisés simultanément, alors la
réalisation d’un des deux événements a une influence évidente sur la réalisation de l'autre.
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" Théoréme - Indépendance et événements contraires
Soient (£2,P) un espace probabilisé fini et A, B € &(). Si A et B sont indépendants alors
A et B sont indépendants, A et B sont indépendants, A et B sont indépendants.

Démonstration.

— 1l suffit de montrer que P(A n B) = P(A)P(B) = (1 —P(A))(1 —P(B)) : on a

P(AnB) = PAUB) = 1-P(AUB) = 1—(P(A)+PB(B)—-P(An B))
1 — P(A) — P(B) + P(A)P(B)
= (1-P(A))(1-P(B)).

— Montrons que A et B sont indépendants, ce qui montrera également le troisitme point. Comme A n B = A\B,

P(AnB) = P(A) —P(An B) = P(A)—P(A)P(B) = P(A)(1-P(B)) = P(A)PB). O

2. Indépendance mutuelle

Définition - Indépendance mutuelle

On dit que les événements Ay, ..., A, sont mutuellement indépendants, ou indépendants dans leur ensemble si
vJ < [1,n], P (ﬂ Ak> =] [P(Ax).
keJ keJ

Remarque. L’indépendance mutuelle de n événements implique leur indépendance deux & deux, mais la réciproque
est fausse! Voir par exemple I'exercice 15 du TD.

Exemple. Trois événements A, B et C' sont mutuellement indépendants si
P(An B)=P(A)P(B), P(AnC)=PAPC), P(BnC)=PB)PC), P(AnBnC)=PAPB)PC).
Exercice 2. On lance deux dés successivement. On considére les événements suivants :

A : « le premier dé donne un nombre pair »,
B : « le second dé donne un nombre impair »,
C : « la somme des deux dés est paire ».

Etudier les rapports de dépendances, deux & deux et mutuelle, entre les événements A, B et C.

Remarque. On peut généraliser le résultat du chapitre précédent : si les événements Ay, ..., A, sont mutuellement

indépendants alors il en est de méme pour les événements By, ..., B,, ou pour tout i € [1,n], B; = A; ou B; = A;.
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