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À chercher en autonomie. Le résultat d’une question peut éventuellement être admis en cas de recherche infructueuse, mais toutes
les questions doivent être abordées.

1 Inégalité de Cauchy-Schwarz. Soient x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R.

1. En développant le membre de gauche, montrer que

∑
1⩽i ,j⩽n

(xiyj − xjyi)2 = 2

(
n∑
k=1

x2k

)(
n∑
k=1

y2k

)
− 2

(
n∑
k=1

xkyk

)2
.

2. En déduire l’inégalité de Cauchy-Schwarz :∣∣∣∣∣
n∑
k=1

xkyk

∣∣∣∣∣ ⩽
√√√√ n∑
k=1

x2k

√√√√ n∑
k=1

y2k .

2 Transformation d’Abel. Soit n ∈ N⋆. On considère des réels a0, . . . , an, b0, . . . , bn, et on pose, pour tout k ∈ J0, nK,
Ak =

k∑
i=0

ai , et, si k < n, bk = Bk+1 − Bk .

1. Pour tout k ∈ J1, nK, exprimer ak en fonction de Ak et Ak−1.

2. En déduire :
n∑
k=0

akBk = AnBn −
n−1∑
k=0

Akbk .

3. Application. Calculer la somme
n∑
k=0

k 2k .
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