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9. Suites numériques

Suites et limites
1 Soit (Un),ey Une suite convergente a valeurs dans

Z. Que dire de (Un) pery ?

2 Lemme de Cesaro. Soit (U)o Une suite de réels.
On introduit la suite (vj) ey« définie par :

1 n
VYne N*, v, EZ

On souhaite montrer que si (up), converge, alors (v,)

converge vers la méme limite.

n n

1. Montrer que si u, — 0, alorsv, — 0.
n—-+oo n—-+a

2. En déduire que si (uy) - converge, alors (Vi) ,ens
converge vers la méme limite.

3. La réciproque est-elle vraie?

4. On suppose que Upy1 — Up — L.
n—+00

Montrer que 2 — £.
n—+40oo

1. Soite > 0. Soit N; € Ntel queVn > Ny, |us| < §
Par ailleurs, comme

= Z lu| —
n4>+(X)

Ny
il existe Nz € N tel que Vn > Np, £ % |uk| < £.

k=1
Ainsi, si n = N = max(Ni, N>), on a par inégalité
triangulaire,
1 n Ny n
ol < = 2 Jul < S) a5 Y
k=1 k=1 k=Ni+1 7
=3
< £ 1€
< — 4= hd
2 n = 2
< € i 1 ne .
=2 ' n2 ’

ce qui conclut.

2. Supposons u, —> £eR.
n—+00

On applique le résultat précédent a la suite (u,—4£)
qui converge vers 0. On a alors

Oridywm-0=:Yuw-1:>et=v.—¢

k=1 k=1 k=1
Finalement, v, —¢ — 0, donc v, — £.
n—+00 n—+o0
. J

( )

3. Non : par exemple, si u, = (—1)" pour tout n, la
suite des moyennes de Cesaro converge, mais la
suite (un) diverge.

4. Si Upy1 — Uy —> £, alors v,— I = £, donc
n— -+ —+0

1
Dt — ) — £

— o0
n 1 =1 n—+

On en déduit alors par télescopage que

1
(up— ) — L
n—1 n— 400
Ainsi,
Un n—1u,— Uy
—_——= — — _— —
n n—1 n n—+o

car = — let¥4 — 0.
" potoo T n—+o0

Existence de limite

3 Soit (Up),ey la suite définie par up = 0 et

Un
n+1’
< 2 pour tout entier natu-

VneN, upp1 =1+

1. Montrer qu'on a 0 < uj,
rel n.

2. En déduire la limite de la suite (un) oy

4 | Soit (Sp)nen+ la suite définie par :

e 35

k=
1. Montrer que les suites (S n)neN* et (Sont1)nen+
sont adjacentes.

2. Que peut-on en déduire pour (Sp)nen+ ?

Vn e N¥,

5 Soit a,b € R} avec a < b. On définit les suites
(@n)nen et (bp)nen par :

dg = a bo = b,
an + b
VHEN, dn+1 = Van n- bn+1 n2
Montrer que les suites (an)nen €t (bp)nen sont bien défi-
nies et qu'elles convergent vers une méme limite.

Propriétés des suites

6 = Donner dans chaque cas un exemple de suite () oy
qui vérifie les propriétés suivantes.
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1. La suite (Uy),ey N'est ni majorée ni minorée.

2. La suite (Un),cy €St minorée, non majorée, et ne
tend pas vers +0o0.

3. Lasuite (uy) .y est positive et converge vers 0 mais
n'est pas décroissante a partir d'un certain rang.

7 Pour tout entier n = 3, on note
fn: RY — R
X — x—nlnx
1. a. Pour tout n € N, montrer que |'équation
fa(x) = 0 admet exactement deux solutions,
qu’'on notera u, et v,, avec u, < Vv,. Vérifier
que
Vn=3, 0<u,<n<yv,.

b. Donner la limite de la suite (V) ,cx-
2. a. Montrer que pour tout n >3, 1 < u, <e.

b. Pour tout n > 3, déterminer le signe de
fo(uny1), et en déduire le sens de variation de

(Un)n=3-
c. Montrer que (up)s=3 est convergente, puis

établir que lim wu, = 1.
n—+0o0

Suites extraites

8  Soit (H,) la suite définie par :

neN*
51

VneN*, H, = —.
ne n ,;1/(

1. Montrer que pour tout ne€ N*, ona Ho, — H, > %

2. En déduire que H, — +00.
n—-+0o0

9 Montrer qu'une suite réelle croissante qui a une
sous-suite majorée converge.

10 Montrer que si (Up) oy €St une suite réelle non ma-
Jjorée, alors elle admet une sous-suite qui diverge vers +o0.

11 Soit (up),ey Une suite réelle telle que les sous-suites
(U2”)n€N' (u2f7+1)n€N et (u3f7)neN Convergent'

Montrer que la suite (u,),oy converge.
12 Montrer que la suite (cos(n))nen est divergente.

13 Une autre preuve de Bolzano-Weierstrass. Soit
(Un)nen+ une suite réelle. On pose

A={neN, Yk>n, u < up}.

1. On suppose que A est infini. Montrer que (u,)nen=
posséde une sous-suite décroissante.

2. Onsuppose que A est fini. Construire une sous-suite
croissante de (Up)pens-

3. En déduire que toute suite réelle bornée possede
une sous-suite convergente.

Suites récurrentes
14 On introduit la suite (u,)nen définie par up € R et

VneN, Uy = e —1.

Selon les valeurs de ug, déterminer la nature de la suite
(Un)nen et sa limite éventuelle.

15 Soit ug € C. Etudier la convergence de la suite
(Un) ey définie par :

Up + |Up|

VneN, up1 = 5

Suites particuliéres

16 Pour chacune des suites (u,)pen SUivantes, détermi-
ner une expression explicite du terme général de (up)nen-

1 U0=2

' VneN, upy1 =4u,—3
LIO=O, U1:1,
VneN, Upio = Upy1 + Up

|
3 Ug = -1, u = 1

' VYneN, Upio =6uUp11 — Uy
4 ug >0

| VneN,  upp1 =2(up)?
1 y 1

e

S. { 2 13 3 2
VneN, = - —
Uny2 Uny1 Up

Up =

17 On définit les suites (Un) ey €t (Vo) pey PAF

up =1, vop=2,
VYneN, upr1 = 3up + 2v,,
VYneN, Vpr1 = 2u, + 3v,.
1. Montrer que la suite (up, — Vp)nen €St constante.
2. En déduire que (up)nen est une suite arithmético-
géométrique.

3. Calculer alors u, et v, en fonction de n.

18 Déterminer une expression explicite du terme géné-

ral de la suite (up),oy définie par :
Up = O, u = ]_,
VneN, upyo = 10upp1 —21u, + 120



