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10. Matrices — Systémes linéaires

Opérations sur les matrices

1 Calculer les produits matriciels suivants :
0 1 2 1 1 2 2
4 _1 0 -7 3 0 4
3 010
1 0\ /0 O 0 1 1 1
0 0J\0 1)’ 1 0/\0 1)
cosa —sina\ (cosB —singB . 5
<sina cosa > (sinﬁ cosf3 > ot (e B) € R”.

2 Soient x, y,z € R. On considére les matrices :

2 1 X

A= 0o 21, B=(02 1>,etX= y
2 21

-1 0 z

Déterminer les matrices suivantes, lorsque I'opération est
possible : AB, BA, AX, BX, A%, AT, BT, ATBT.

3 | Pour toute matrice A € #,(K), on appelle trace de
A le scalaire

tl’(A) = Zn: ajj.
i=1

1. Soient A, Be #,(K) et A\, p e K.
a. Montrer que tr(AA + uB) = AtrA+ utrB.
b. Monter que tr(AB) = tr(BA).

2. Montrer qu'il n'existe pas de matrices A, B de
M (K) telles que AB — BA = I,.

4 Soient A\, ..., A, € K deux a deux distincts et
D = diag(Xq, ..., An). Déterminer toutes les matrices
A€ #,(K) qui commutent avec D (i.e. AD = DA).

5 Déterminer les matrices A € #,(K) telles que

VM e #,(K), AM = MA.

6 = On dit qu'une matrice M € #,(R) est stochastique
si ses coefficients sont positifs ou nuls et si la somme des
coefficients de chaque ligne est égale a 1.

Montrer que le produit de deux matrices stochastiques de
M ,(R) est encore une matrice stochastique.

7 . On dit qu'une matrice A € .#,(K) est nilpotente
s'il existe p tel que AP = 0. On suppose que A et B sont
deux matrices nilpotentes qui commutent. Montrer que
A + B est nilpotente.

Calcul des puissances

8 | Calculer A" pour tout n € N dans chacun des cas
suivants.

1 1
Las (b))

a
2 a-

3. A= (COSG _S'”e), ou 6 eR.

b>,ou a,beR.
a

sin@  cosf
1 -1 -1
4. A=|-1 1 -1
-1 -1 1
-5 0 -6
5. A= 3 1 3
3 0 4

9  On considére la matrice

-1 4 -2
A=|-1 3 -1
1 -2 2

1. Montrer que A2 est combinaison linéaire des ma-
trices A et /3.

2. Montrer qu'il existe deux suites (Un) oy €t (Vn)
telles que :

neN

VneN, A" = u,A+ v,ls.
3. En déduire A" pour tout ne N.

10 Soient (Un) ey €t (Va) ey deux suites définies par :
g eR, vy eR,
VYneN, upy1 =20y — vy et Vo1 = 3v,.

1. Déterminer une matrice A € #>(R) telle que pour

tout ne N,
(un+1) - A <un>.
Vit+1 Vi
2. Déterminer A" pour tout n e N,

3. En déduire une expression explicite de u, et v, en
fonction de n, ug et vg.
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Matrices inversibles

11 Calculer I'inverse des matrices suivantes.

12 On considére la matrice :

A—

R R RO
R R O R
_ O = =
O~ =

1. Calculer A2 —2A — 3/5.

2. Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

13 Soit N € .#,(K) une matrice nilpotente, c'est-a-
dire qu'il existe un entier p € N* tel que N? =0, ,. Mon-
trer que la matrice /,, — N est inversible et déterminer son
inverse.

14 Matrices a diagonale strictement dominante. Soit
A€ #,(K) telle que pour tout i € [1, n],

Jaiil > Y lail.
=i

Montrer que A est inversible.

Systémes linéaires

15 Résoudre les systémes linéaires suivants.
X+y+5z=0
1. 2x -2y +2z=0
—X+4y +5z=0
X+2y+z=3
2. X—2y+3z=-5
2X+y+5z=-3
2x+3y —2z=3
3. 3X+2y+z=06
4x -2y +3z=5
2x =3y +z=2
4. {3x—8y+5bz=5
3x—y—2z=1

16 Soit la matrice

2. Déterminer toutes les matrices B € .#31(R) telles
que le systeme AX = B est compatible.

17 Soit m € R. Résoudre le systéme suivant en discu-
tant suivant la valeur de m.

X —my +m’z = m
mx —mPy 4+mz =1
mx +y —m?z 1

18 On considére un réel X et le systéme suivant :

(2—-X)x +4z =0
3x —(4+N)y +12z =0
X -2y +(5-XN)z 0

Déterminer les valeurs de X\ pour lesquelles le systéme
admet une unique solution.



