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13. Groupes, anneaux, corps

Groupes

1 Soit pG, .q un groupe. Montrer que

ZpGq “ tx P G, @y P G, xy “ yxu.

est un sous-groupe de G. On l’appelle le centre de G.

2 Soit pG, .q un groupe tel que pour tout x P G,
x2 “ 1G . Montrer que G est abélien.

3 Soit G “s ´ 1, 1r. On introduit la loi ‹ sur G définie
par :

@x, y P G, x ‹ y “
x ` y

1` xy
.

1. Montrer que ‹ est une loi de composition interne
pour G.

2. Montrer que pG, ‹q est un groupe abélien.

4 Soient G un groupe et H,H1 des sous-groupes de
G. Montrer que H Y H1 est un sous-groupe de G si et
seulement si H Ă H1 ou H1 Ă H.

5 Soient pG, ‹q un groupe et H une partie finie et non
vide de G stable par ‹. Montrer que H est un sous-groupe
de G.

6 Soit pG, .q un groupe.

1. Soit a P G. Montrer que l’application fa : x ÞÑ ax

est une permutation de G.

2. On suppose G commutatif fini, de cardinal n P N.

a. Montrer que pour tout a P G, on a an “ 1G .

On pourra s’intéresser à
ś

xPG

x .

b. Pour tout a P G, on appelle ordre de a l’entier

ordpaq “ mintk P N‹, ak “ 1Gu.

Montrer que ordpaq divise n.

3. Déminer tous les sous-groupes finis de C‹.

Morphismes de groupes

7 Soit n P N‹. On considère

f : R‹ Ñ R‹

x ÞÑ xn

1. Montrer que f est un morphisme de groupes de
pR‹,ˆq dans pR‹,ˆq.

2. Déterminer son image et son noyau.

8 Soit pG, ‹q un groupe. Pour tout a P G, on pose

σa : G Ñ G

x ÞÑ a ‹ x ‹ a´1

1. Montrer que pour tout a P G, σa est un automor-
phisme de G, et préciser pσaq

´1.

2. Montrer que φ : a ÞÑ σa définit un morphisme de
groupes de pG, ‹q dans pAutpGq, ˝q.

3. Soit S “ tσa, a P Gu. Montrer que pS, ˝q est un
groupe.

9 Montrer que pR‹,ˆq et pC‹,ˆq ne sont pas iso-
morphes.

Anneaux

10 Anneau des entiers de Gauss On considère

Zris “ ta ` ib, a, b P Zu.

1. Montrer que Zris est un anneau.

2. Déterminer le groupe des inversibles de Zris.

11 Anneau de Boole Soit A un anneau tel que pour
tout x P A, on a x2 “ x .

1. Montrer que pour tout x P A, on a 2x “ 0A.

2. En déduire que A est commutatif.

3. Montrer qu’en posant :

@x, y P A, x ĺ y ô xy “ x,

on définit une relation d’ordre sur A.

12 Soit A un anneau. On dit que x P A est nilpotent
s’il existe n P N tel que xn “ 0A.

1. Soient x, y P A. Montrer que si xy est nilpotent,
alors yx est nilpotent.

2. Soient x, y deux éléments nilpotents de A qui com-
mutent. Montrer que x ` y est nilpotent.

3. Monter que si x P A est nilpotent, alors 1A ´ x est
inversible, et déterminer son inverse.

13 Trouver tous les morphismes d’anneaux f : CÑ C
tels que f pxq “ x pour tout x P R.
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Corps

14 On considère

K “ ta ` b
?
2, a, b P Qu.

1. Montrer que si a ` b
?
2 P K, avec a, b P Q, alors

les entiers a et b sont uniques.

2. Montrer que K est un sous-corps de R.

15 Déterminer tous les sous-corps de pQ,`,ˆq.

16 Soit A un anneau non nul commutatif. Montrer que
si A est fini et intègre, alors A est un corps.
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