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14. Polynomes

Généralités

1 Soit P e K[X]. Déterminer le degré du polynéme
P(X +1) — P(X).

2 | Résoudre les équations suivantes.

1. Q% = XP?, ou (P,Q) e K[X]?.

2. PoP = P, ou PeK[X].

3. P(X?) = (X2+1)P, ou PeK[X].

3 | Trouver tous les polyndémes P € K[X] tels que

(X% +1)P"(X) = 6P.

On pourra commencer par trouver le degré des solutions.

4 Soient P e K[X] et a, b € K tels que a = b. Déter-
miner le reste de la division euclidienne de P par Q dans
chacun des cas suivants.

1. Q = X-a
2. Q = (X—a)(X—)b).
3. Q = (X—a)

5  Soit n € N avec n = 2. Trouver tous les couples
(a, b) € R? tels que (X — 1)2 divise le polynéme

aX"tt 4 bX" 4+ 1.

6  Soient a, b, k trois entiers naturels. En ayant recours
a des polynémes, calculer

2(0)(2)

7 Déterminer P € R3[X] tel que P(0) =1, P(1) =0,
P(—1) = -2, P(2) = 4.

Racines

8  Soient P € C[X] et a € C. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour que a soit racine de multi-
plicité 3 du polynédme

Q = (X—a)(P' + P'(a)) = 2(P - P(a))

9  Soit un entier n = 2. Montrer que

n'a pas de racine multiple.

10 Soient ne N et P e R[X] tel que deg P = n et

1
Vke[l,n+1], P(k)= 7
Déterminer P(—1).
On pourra s'intéresser au polynéme Q = XP(X) — 1.

11

1. Trouver un polynéme de degré 2 a coefficients en-
tiers qui a 1 + +/2 pour racine.

2. En déduire une maniére de calculer P(1 + 4/2), ou
P(X) =2X5 —4X* —2X3 +3X%2 —5X — 4.

12| Soit P € R[X] un polynéme de degré n = 2.

1. Montrer que si P admet n racines distinctes, alors
P’ est scindé et admet n — 1 racines distinctes.

2. Montrer que si P est scindé, alors P’ est scindé.

13| Dans les deux cas suivants, factoriser P dans C[X]
puis dans R[X].

LP=X+X2+X+1.
2P = X" —X0 4+ X5 X+ X3 - X2+ X -1

14 Déterminer tous les polyndmes P € C[X] tels que
P'|P.

15 [ ocalisation des racines. Soient ag, .. ., a, € C avec
ap = 0. On introduit les polynémes :

n—1 n—1
P=X"+ Y axXs, Q=X"=) lalx~
k=0 k=0
1. Montrer que Q admet exactement une racine dans
[0, +o[, notée p.

2. En déduire que si z € C est racine de P, alors
|z| < p.



